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Re´sume´. Weil a montre´ que les formules explicites qui relient les ide´aux premiers d’un corps de nom-
bresK aux ze´ros et poˆles des se´ries L de Dirichlet–Hecke font intervenir les comple´tionsKν
de K. Nous montrons que l’analyse de Fourier (multiplicative) de la transformation de
Fourier (additive) permet d’obtenir ce re´sultat, en traitant identiquement chaque place,
finie ou infinie, ramifie´e ou non. Par ailleurs nous ve´rifions le crite`re de positivite´ de Weil
sous une condition de support. c© 2000 Acade´mie des Sciences/E´ditions scientifiques et
me´dicales Elsevier SAS
On the Explicit Formulae I: invariant analysis
Abstract. Weil has generalized the Riemann–von Mangoldt explicit formula linking the prime num-
bers with the zeros of the zeta function to the set–up of a general algebraic number field K
and Dirichlet–Hecke L–function, revealing in the process the roˆle played by the comple-
tions (finite and infinite) of K. We show how the local terms of these explicit formulae
are explained by the dilation invariant “conductor operator” log(|x|ν)+log(|y|ν). We also
check Weil’s positivity criterion under a support condition. c© 2000 Acade´mie des
Sciences/E´ditions scientifiques et me´dicales Elsevier SAS
Abridged English Version
Let K be a number field and χ a Hecke character of the idele group A× with local component
χν at the place ν. Haar measures dx on Kν and d
∗t on K×ν are normalized as in [5]. The Hilbert
spaces L2(Kν , dx) and L
2(K×ν , d
∗t) are canonically isometric. We write qν for the cardinality of
the residue field at a finite place. The dual Xν of K
×
ν is a collection of circles (or lines if ν is
archimedian). We parametrize the component Xχν containing χ
−1
ν with the help of D = {Re(s) =
1
2}, sending s to χ−1ν (t)|t|
−(s− 1
2
)
ν . Let F be the additive Fourier transform on L2(Kν , dx) and
I the inversion ϕ(x) 7→ 1|x|νϕ( 1x). The composite Γ = FI commutes with K×ν , hence is given
by a spectral multiplier Γ(s, χν) on X
χ
ν . Clearly these are the Tate Gamma functions occuring
in F(χν(x)|x|s−1ν ) = Γ(s, χν)χ−1ν (x)|x|−sν (for 0 < Re(s) < 1). Let g be a smooth compactly
supported function on (0,∞) with Mellin transform ĝ(s) = ∫∞0 g(u)us−1du. Let W (g;χ) be the
sum with multiplicities of ĝ(s − 12 ) over the zeros and poles of the complete L– function L(s, χ)
(poles being counted negatively).
Note pre´sente´e par Jean–Pierre KAHANE.
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Lemma. –
W (g;χ) =
∑
ν
∫
s= 1
2
+iτ
ĝ(iτ)
Γ′(s, χν)
Γ(s, χν)
dτ
2π
The contribution due to the discriminant of K is distributed among the finite places. When ν is
finite the integrand is periodic except for ĝ(iτ). Using Poisson summation
1
log(qν)
∑
j∈Z
ĝ(j
2πi
log(qν)
+ iτ) =
∑
k∈Z
g(qkν ) q
k iτ
ν =
∫
K×ν
g(|t|ν)|t|iτν d∗t
and this integral gives the spectral decomposition of g(|t|ν)χ−1ν (t) ∈ L2(K×ν , d∗t) on the charac-
ters χ−1ν (t)|t|−iτν in Xχν . Let A = log(|x|ν) acting on L2(Kν , dx) as ϕ(x) 7→ log(|x|ν )ϕ(x) and
B = FAF−1 = log(|y|ν). On L2(Xν) one has A = 1i ∂∂τ = ∂∂s . Then ΓAΓ−1 acts as α(s) 7→
Γ(s, χν)
∂
∂s
(
Γ(s, χν)
−1α(s)
)
= ∂∂sα(s)− Γ
′(s,χν)
Γ(s,χν)
α(s). So the invariant operator A−ΓAΓ−1 = A+B
has spectral multipliers +Γ
′(s,χν )
Γ(s,χν)
. We conclude:
Theorem. – Let gν ;χ(t) = g(|t|ν)χ−1ν (t) ∈ L2(K×ν , d∗t). Then
W (g;χ) =
∑
ν
Hν(gν ;χ)(1)
where the conductor operator Hν acts as log(|x|ν) + log(|y|ν) on L2(Kν , dx).
Note.– As Hν commutes with F and with Γ it also commutes with I (which on L2(K×ν , d∗t) is
f(t) 7→ f(1t )). This is a local manifestation of the global functional equation.
The theorem explains Weil’s discovery [6] of a ν–adic origin of the local terms of the Explicit
Formula. Weil’s formulae for the local terms as well as Haran’s [3] (in the case of the Riemann
zeta function) are consequences. More details and background are given in the french–language
section and in [1].
Let Z(g) =
∑
ρ ĝ(ρ) be the sum over the critical zeros of the Riemann zeta function. Let
gτ (u) = 1ug(
1
u ) and k = g ∗ gτ . Then Z(k) =
∑
ρ ĝ(ρ)ĝ(1 − ρ) and it is elementary that the
Riemann Hypothesis is equivalent to: Z(k) ≥ 0 for all smooth compactly supported g’s (Weil [6],
for a wider class of g’s).
Theorem. – There is a c > 1 such that Z(k) ≥ 0 for all smooth g’s with support in [ 1c , c].
Proof. – For c ≤ √2 the support of k is contained in [ 12 , 2] and
Z(k) = 2Re(k̂(0)) +
∫
s= 1
2
+iτ
h+(τ)|ĝ(s)|2 dτ
2π
with h+(τ) = − log(π) + Re(λ(14 + 12 iτ)) (and λ(s) = Γ′(s)/Γ(s)). As k̂(0) =
∫∞
1
2
k(u) duu =∫
D k̂(s) 2
s 1
s
dτ
2pi and 0 =
∫
D k̂(s) 2
1−s 1
s
dτ
2pi , we have 2Re(k̂(0)) =
∫
D
8
√
2 cos(log(2)τ)
1+4τ2 |ĝ(s)|2 dτ2pi .
Z(k) =
∫
s= 1
2
+iτ
(
8
√
2 cos(log(2)τ)
1 + 4τ2
+ h+(τ)
)
|ĝ(s)|2 dτ
2π
The continuous (real-valued) function α(τ) = 8
√
2 cos(log(2)τ)
1+4τ2 + h+(τ) satisfies limτ→±∞ α(τ) =
+∞ hence for all sufficiently small ε > 0 and suitable Aε > 0 : ∀τ Aε cos(ετ) + α(τ) ≥ 0.
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Now
∫
cos(ετ)|ĝ(s)|2 dτ2pi = Re
(∫
e−iετ k̂(12 + iτ)
dτ
2pi
)
= Re(eε/2k(eε)). For c = eε/2 one then has∫
cos(ετ)|ĝ(s)|2 dτ2pi = 0 for g with support in [ 1c , c], hence Z(k) ≥ 0. Computer calculations help
being more precise about the allowable c’s but anyhow a further idea seems necessary to reach
c =
√
2.
1. Ope´rateurs invariants
Il est bien connu que tout ope´rateur borne´ sur L2(R, dx) qui commute avec les translations
est diagonalise´ par la transformation de Fourier mais il nous est utile d’autoriser des multi-
plicateurs non borne´s (et des groupes plus ge´ne´raux). Nous regroupons ici quelques lemmes
dans ce sens a` de´faut de connaˆıtre une re´fe´rence adapte´e (voir [2] pour les de´monstrations).
Soient G un groupe topologique se´pare´, localement compact et abe´lien (voir Rudin [4]) et Ĝ
son dual. Il existe sur G une mesure de Haar dx et sur Ĝ la mesure duale dy pour lesquelles
la transformation F (ϕ)(y) =
∫
ϕ(x)y(x)dx est une isome´trie de L2(G, dx) sur L2(Ĝ, dy). Nous
supposerons que dy est une mesure σ-finie. Pour ϕ ∈ L2(G, dx) et g ∈ G on note g · ϕ la
fonction x 7→ ϕ(x − g). Un ope´rateur M de domaine D ⊂ L2(G, dx) commute avec G si
∀g ∀ϕ : ϕ ∈ D ⇒ ( g · ϕ ∈ D et M(g · ϕ) = g ·M(ϕ) ). Soit a(y) mesurable (finie presque
partout), Da = {ϕ ∈ L2(G, dx) | a · F (ϕ) ∈ L2(Ĝ, dy)}, et Ma de domaine Da agissant selon
Ma(ϕ) = F
−1(a · F (ϕ)). On conside`re que a = b si a(y) = b(y) p.p.
Lemme 1.1. – Le domaine Da est dense dans L
2(G, dx), l’ope´rateur (Ma, Da) est ferme´ et
commute avec G. Tout ope´rateur de domaine dense dans L2(G, dx), qui commute avec G, et qui
est ferme´, est (uniquement) de la forme (Ma, Da).
Corollaire 1.2. – Soit (M,D) un ope´rateur de domaine D dense dans L2(G, dx), qui com-
mute avec G, et qui est syme´trique: ∀ϕ, ψ ∈ D ∫ ϕ(x)M(ψ)(x)dx = ∫ M(ϕ)(x)ψ(x)dx. Alors
(M,D) est essentiellement auto-adjoint, et sa cloˆture auto-adjointe est l’unique (Ma, Da) ve´rifiant
(Ma, Da) ⊃ (M,D).
Lemme 1.3. – Soit L un espace de Hilbert et G un groupe d’ope´rateurs unitaires sur L (non
ne´cessairement abe´lien). Soit M un ope´rateur de domaine D dense dans L, syme´trique, et com-
mutant avec G. Si l’alge`bre de von Neumann des ope´rateurs borne´s qui commutent avec G est
abe´lienne alors (M,D) est essentiellement auto-adjoint.
2. Formules de Weil
Nous exposons certains points du travail de Weil [6], pour une se´rie L(s, χ) de Dirichlet. Notons
ρ les ze´ros (avec multiplicite´s) de L(s, χ) avec 0 ≤ Re(s) ≤ 1. Soit ν une place de Q, donc ν = p
(correspondant a` Qp) ou ν = r correspondant a` R. Soit A l’anneau des ade`les et A
× le groupe des
ide`les. Notons Up ⊂ Q×p le sous-groupe des unite´s. On a A× ∼= Q××R×+×
∏
p Up ou` chaque terme
de droite est identifie´ a` son plongement dans A×. Ainsi un caracte`re de Hecke χH : A× → U(1)
(continu, trivial sur Q×), est la donne´e d’un caracte`re u 7→ uiτ de R×+, et d’un nombre fini
de caracte`res non triviaux des Up. Ceux-ci e´quivalent a` la donne´e d’un caracte`re χ primitif de
(Z/qZ)× (pour q = 1 lire {1}) pour un certain conducteur q. Notons πp l’ide`le de composantes
1 pour ν 6= p et p pour ν = p. On aura p 6 | q ⇒ χH(πp) = χ(p)−1p−iτ . On associe donc au
caracte`re de Dirichlet χ un caracte`re de Hecke, encore note´ χ, qui sera χ−1H (avec τ = 0). Soit
χν la composante locale obtenue par Q
×
ν →֒ A×
χ→U(1). Alors χp(p) = χ(p) lorsque p est premier
avec q. Par ailleurs χr(t) = 1 pour t > 0, χr(t) = χ(−1) pour t < 0. Soit g(u) une fonction a`
3
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support compact sur (0,∞), de classe C∞. Notons ĝ(s) sa transforme´e de Mellin ∫∞0 g(u)us−1du.
Posons δχ = 1 si χ est le caracte`re principal, = 0 sinon.
The´ore`me 2.1. (Weil [6])–
∑
ρ
ĝ(ρ− 1
2
)− δχ
(
ĝ(−1
2
) + ĝ(
1
2
)
)
= −
∑
ν
PF ν
∫
Q
×
ν
g( 1|t|ν )
√
|t|ν χν(t)
|1− t|ν d
×t
Dans cette formule d×t est la mesure de Haar sur Q×p qui donne une masse de log(p) a` Up. Pour
R× il s’agit de dt2|t| . La partie finie PFν de´signe une certaine re´gularisation en t = 1. La somme
sur les ze´ros (et les poˆles) s’obtient par une inte´grale de contour sur des rectangles et fait donc
intervenir la de´rive´e logarithmique de ξ(s, χ) = π−s/2Γ( s2 )L(s, χ) (nous supposerons que χ est
pair : χ(−1) = 1). Par transformation de Mellin inverse on obtient une somme ∑ν wν(g;χ) ou` les
wν( ;χ) sont a priori des distributions sur (0,∞). Pour la place archime´dienne le bord droit du
rectangle donne −g(1)(log(π) + γ)/2− ∫∞
1
g(u)u−
1
2
du
u −
∫∞
1
g(u)u−
1
2−g(1)
u2−1
du
u . Avec la contribution
du bord gauche cela donne myste´rieusement (et la formule vaut aussi pour χ(−1) = −1):
(2.2.)
wr(g;χ) = −(log(2π)+γ)g(1)−
∫ ∞
1
2
g(1t )
√
t− g(1)
|1− t| d
×t−
∫ 1
2
0
g(1t )
√
t
|1− t| d
×t−
∫ 0
−∞
g( 1|t| )
√
|t|χ(−1)
|1− t| d
×t
Pour p 6 | q on obtient − log(p)∑j≥1 (χ(p)jp− j2 g(pj) + χ(p)−jp− j2 g(p−j)) et dans le cas ramifie´
p | q on obtient par l’e´quation fonctionnelle wp(g;χ) = +fp(χ) log(p) · g(1) ou` fp(χ) est l’exposant
de p dans q. Or un calcul explicite e´le´mentaire donne:
The´ore`me 2.3. (Weil [6])–
fp(χ) log(p) =
∫
|t|p=1
1− χp(t)
|1− t|p d
×t
ce qui permet a` Weil d’e´crire d’une manie`re ge´ne´rale pour une place finie
(2.4.) wp(g;χ) = −
∫
|t|p 6=1
g( 1|t|p )
√|t|pχp(t)
|1− t|p d
×t−
∫
|t|p=1
g(1)χp(t)− g(1)
|1− t|p d
×t
Haran [3] a montre´ (pour la fonction ζ(s) de Riemann) que l’on pouvait reformuler les wν(g;χ)
comme des convolutions additives. Soit Rνs le noyau de convolution additive sur Qν dont la trans-
formation de Fourier est |y|−sν .
The´ore`me 2.5. (Haran [3] pour χ = 1)– Posons ϕν ;χ(x) = g(|x|ν)|x|−
1
2
ν χ−1ν (x) pour x ∈ Qν ,
x 6= 0 et ϕν ;χ(0) = 0. Alors wν(g;χ) = − ∂∂s
∣∣
s=0
(Rνs ∗ ϕν ;χ)(1).
Nous mettrons moins en avant le “semi–groupe de Riesz” Rνs que Haran, au profit de la trans-
forme´e de Fourier Gν(x) de la distribution log(|y|ν). En effet (2.5.) e´quivaut a`:
(2.6.) wν(g;χ) = +(Gν ∗ ϕν ;χ)(1)
4
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Il est important que (2.6.) soit e´galement valable pour q > 1 et ν = p, p | q (cas ramifie´). On peut
calculer Gν(x) en utilisant F(|x|s−1ν ) = Γ(s,1)|x|−sν pour s = 1− ε, ε→ 0 (avec Γ(s,1) la fonction
Gamma de Tate [5]). On ve´rifie alors que (2.6.) est identique avec (2.2.) et (2.4.).
3. L’ope´rateur conducteur
Nous obtenons (2.6.) simultane´ment pour les places re´elles, complexes, finies et non-ramifie´s,
finies et ramifie´es (voir [1] pour un expose´ plus de´taille´ et des re´fe´rences supple´mentaires). Il serait
inte´ressant d’e´tendre notre interpre´tation de (2.3.) aux caracte`res non-abe´liens de Artin ([7], [8]).
Soit K un corps de nombres et χ un caracte`re de Hecke du groupe des ide`les A× de K. Soit ν une
place de K. Si ν est finie on note qν la cardinalite´ du corps re´siduel. Soit dx la mesure de Haar sur
Kν , normalise´e comme dans la the`se de Tate [5]. Soit d
∗t la mesure de Haar sur K×ν , pour laquelle
les unite´s ont volume 1 (place finie) ou qui est dt2|t| (place re´elle) ou encore
drdθ
pir (place complexe).
Les espaces L2(Kν , dx) et L
2(K×ν , d
∗t) sont isome´triques. Le dual Xν de K×ν est une collection de
cercles (ou de droites dans le cas archime´dien) indexe´s par les caracte`res du sous-groupe des unite´s.
Nous parame´trons la composante Xχν contenant χ
−1
ν par la droite critique D = {Re(s) = 12} en
associant a` s le caracte`re χ−1ν (t)|t|−(s−
1
2
)
ν . Soit F la transformation de Fourier additive qui est donc
une isome´trie de L2(Kν , dx), et I l’inversion ϕ(x) 7→ 1|x|νϕ( 1x ). Le compose´ Γ = FI commute avec
l’action de K×ν , il lui correspond donc des multiplicateurs spectraux Γ(s, χν). On ve´rifie aise´ment
qu’il s’agit la` des fonctions Gamma de Tate qui apparaissent dans l’identite´ de distributions sur
Kν : F(χν(x)|x|s−1ν ) = Γ(s, χν)χ−1ν (x)|x|−sν (pour 0 < Re(s) < 1). Soit g(u) une fonction a` support
compact sur (0,∞), de classe C∞. Notons W (g;χ) la somme avec multiplicite´s de ĝ(s− 12 ) sur les
ze´ros et poˆles de la fonction L comple`te L(s, χ) (les poˆles e´tant compte´s ne´gativement).
Lemme 3.1. –
W (g;χ) =
∑
ν
∫
s= 1
2
+iτ
ĝ(iτ)
Γ′(s, χν)
Γ(s, χν)
dτ
2π
Dans cette expression la contribution due au discriminant de K est ventile´e sur les places finies.
Lorsque ν est finie l’inte´grand est pe´riodique a` l’exception de ĝ(iτ). Par sommation de Poisson
1
log(qν)
∑
j∈Z
ĝ(j
2πi
log(qν)
+ iτ) =
∑
k∈Z
g(qkν ) q
k iτ
ν =
∫
K×ν
g(|t|ν)|t|iτν d∗t
On notera que la mesure sur Xχν duale a` d
∗t est log(qν) dτ2pi (sur une pe´riode de longueur
2pi
log(qν)
) et
que la dernie`re inte´grale donne la de´composition spectrale de g(|t|ν)χ−1ν (t) ∈ L2(K×ν , d∗t) par les
caracte`res χ−1ν (t)|t|−iτν dans Xχν .
Lemme 3.2. – Soit gν ;χ(t) = g(|t|ν)χ−1ν (t) ∈ L2(K×ν , d∗t) et Hν l’ope´rateur sur L2(K×ν , d∗t) de
multiplicateurs spectraux Γ
′(s,χν)
Γ(s,χν)
sur les Xχν . Alors W (g;χ) =
∑
ν Hν(gν ;χ)(1)
Soit A = log(|x|ν) l’ope´rateur (non-borne´) sur L2(Kν , dx) qui agit selon ϕ(x) 7→ log(|x|ν )ϕ(x)
et soit B = FAF−1 l’ope´rateur conjugue´. On e´crira: B = log(|y|ν). Sur L2(Xν) on a Aν = 1i ∂∂τ ,
plus brie`vement A = ∂∂s . L’ope´rateur ΓAΓ
−1 agit selon α(s) 7→ Γ(s, χν) ∂∂s
(
Γ(s, χν)
−1α(s)
)
=
∂
∂sα(s) − Γ
′(s,χν)
Γ(s,χν)
α(s). Ainsi Hν = A− ΓAΓ−1 = A+B. En conclusion:
The´ore`me 3.3. ([1])– Soit gν ;χ(t) = g(|t|ν)χ−1ν (t) ∈ L2(K×ν , d∗t). On a
W (g;χ) =
∑
ν
Hν(gν ;χ)(1)
5
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ou` Hν est l’ope´rateur conducteur qui s’e´crit
Hν = log(|x|ν) + log(|y|ν)
sur L2(Kν , dx).
Note 3.4. – On peut e´valuer Hν(gν ;χ)(t) en 1 sans ambigu¨ıte´ car elle admet un repre´sentant
lisse (C∞ pour ν archime´dienne, localement constant pour ν finie).
Note 3.5. – Soit ϕν ;χ ∈ L2(Kν , dx) de´fini par ϕν ;χ(x) = g(|x|ν)χ−1ν (x) pour x 6= 0 (et ϕν ;χ(0) =
0). Conside´rons Hν comme un ope´rateur sur L
2(Kν , dx). Alors
∑
ν Hν(ϕν ;χ)(1) est la somme de
ĝ(s) sur les ze´ros et poˆles de L(s, χ).
Note 3.6. – Hν commute avec I: en effet il commute avec Γ et avec F . On obtient la` une
manifestation locale de l’e´quation fonctionnelle globale des se´ries L.
Revenons au corps Q et notons Z(g) =
∑
ρ ĝ(ρ) la somme sur les ze´ros (non-triviaux) de ζ(s) .
Soit gτ (u) = 1ug(
1
u ) de sorte que ĝ
τ (s) = ĝ(1 − s). Soit k = g ∗ gτ la convolution multiplicative.
Alors Z(k) =
∑
ρ ĝ(ρ)ĝ(1− ρ) et il est e´le´mentaire que l’Hypothe`se de Riemann e´quivaut a`: Z(k) ≥
0 pour toute fonction g de classe C∞ a` support compact (Weil [6], pour une classe plus large de
fonctions g).
The´ore`me 3.7. – Il existe c > 1 tel que Z(k) ≥ 0 pour toute fonction g de classe C∞ a` support
dans [ 1c , c].
La de´monstration est donne´e dans la partie en langue anglaise de cette Note.
Remerciements. Je remercie la “Socie´te´ de secours des amis des sciences” (SSAS) pour l’aide
qu’elle m’a apporte´e en 1999.
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